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Ubungsblatt 3

Aufgabe P1 FErwartungswert und Varianz.

Die Zufallsvariable X nehme die Werte 1, 2 und 3 mit den Wahrscheinlichkeiten & % und

55
2 an. Bestimmen Sie E[X] und E[X?].

Aufgabe P2 Grifste Augenzahl.

Sie wiirfeln zweimal mit einem fairen Wiirfel und notieren die grofite der beiden Augenzah-
len.

a) Geben Sie eine Zufallsvariable mit einem zugehérigen Wahrscheinlichkeitsraum an,
der die grofite Augenzahl beschreibt.

b) Geben Sie die zugehorige Zahldichte und Verteilungsfunktion an.

c) Berechnen Sie die durchschnittliche grofite Augenzahl.

Aufgabe P3 Unabhingigkeit von Vereinigung.
Es seien A, B, C' und D unabhiingige Ereignisse.

a) Zeigen Sie direkt mit der Definition von Unabhéngigkeit von Ereignissen, dass dann
auch AN B, C und D unabhiingig sind.

b) Zeigen Sie direkt aus der Definition, dass dann auch A U B und C' U D unabhingig
sind.



Aufgabe H1 Codezahlen.
Bei einer 4-stelligen Code-Zahl wird jede Ziffer aus {0, ...,9} gewihlt.

a) Geben Sie eine Zufallsvariable mit einem zugehérigen Wahrscheinlichkeitsraum an,
der die Anzahl der verschiedenen Ziffern der Codezahl beschreibt. (Die Code-Zahl
0272 besteht beispielsweise aus 3 verschiedenen Ziffern.)

b) Geben Sie die zugehorige diskrete Dichtefunktion (Zahldichte) der ZV aus Teil a) an.
c) Geben Sie die zugehorige Verteilungsfunktion der ZV aus Teil a) an.

d) Geben Sie den Erwartungswert der zugehorigen ZV aus Teil a) an.

Loésung: Insgesamt sechs Punkte.

a) Sei 2 = {0,...,9}* die Menge der zufillige Codezahlen. Mit P({w}) = 15z und A = P(9) ist
(Q, A, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Sei Y : w — R, ¥; (w1, we, w3, wq)) = #{w1,...,wa}
die ZV, die die Anzahl der verschiedenen Codezahlen angibt. (0,5 Punkt)

b) Sei C; C Q die Menge aller Codeworter, die aus genau ¢ verschiedenen Ziffern bestehen. Wir
rechnen die Méchtigkeit von C; aus:

e Da () ={(0,0,0,0),...,(9,9,9,9)} ist |C1| = 10. (0,5 Punkte)

e Ein Codewort aus Ca besteht aus zwei verschiedenen Ziffern. Fiir die beiden Ziffern gibt es
(120) Moglichkeiten. Aus zwei Ziffern kann man 2* Codewoérter bilden, wobei 2 Codewdrter nur

aus einer Ziffer bestehen. Insgesamt ist |Ch| = (120) (2% — 2) (1 Punkte)

e Ein Codewort besteht aus 4 verschiedenen Ziffern. Fiir die Ziffern gibt es (140) Moglichkeiten.
Diese Ziffern kann man in 4! Arten anordnen. Damit ist |Cy| = (140)4! (1 Punkte)

e Daes 10* Codewoérter insgesamt gibt und C3 = {0,...,9}*/(CLUCLUCY) ist | C3| = 10*—| Cy|—
Ca| — |Cy| = 10* — 10 — (120) (24 —2)— (140)4!. Alternativ hitte man wie folgt vorgehen kénnen
(man beachte, dass bei C5 eine Zahl doppelt vorkommt und die anderen Zahlen einfach): Es
gibt (1??) Moglichkeiten 3 Zahlen aus 10 Zahlen auszuwihlen. Es gibt 3 Moglichkeiten fiir die
Zahl die doppelt vorkommt und fiir die Stellen an der die doppelte Zahl vorkommt gibt es ()
Moglichkeiten. Fiir die Stellen der kleineren der beiden iibrigen Zahlen gibt es dann noch 2

Méoglichkeiten. Also insgesamt: |C5| = (130)3(;)2. (1,5 Punkte)
Somit gilt fiir die diskrete Dichtefunktion fy : {1,2,3,4} — [0, 1]:
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(0,5 Punkte)
c) Es ist Fy : R — [0, 1] mit:

5040 3439

0 z <1
0001 1<z<2
Fy(z)={0064 2<z<3
0496 3<z<4
1 T >4
(0,5 Punkte)
d) Es gilt
4
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(0,5 Punkte)
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Aufgabe H2 Netzwerke.

Betrachten Sie jeweils die drei folgenden Netzwerke mit jeweils drei Komponenten. Sei

jeweils A; das Ereignis, dass die Komponente j ausfallt.

a) Driicken Sie fiir jedes Netzwerk durch die Ereignisse A;, Aa, A3 aus, dass es eine Ver-

bindung von links nach rechts gibt.

b) Sei die Wahrscheinlichkeit, dass eine Komponente ausfillt 0,3. Die Komponenten
fallen unabhéngig voneinander aus. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass es

eine Verbindung von links nach rechts gibt.
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Losung: a)

(1) ASNASNAS (i) AT U AS U AS (iii) Af N (A5 U AS)

b)

(i) P(AS N AS N AS) = P(AS)P(AS)P(AS) = 0,73 = 0,343

(ii) Es gilt mit den Regeln von De Morgan: P(A§ U AS U AS)

1 — P((Af U A U 45)°) =

1 -P(A;NAsN A3) = 1 — P(A)P(A2)P(43) = 1 — 0.3% = 0.973 (alternativ Siebformel verwen-

den).

(iii) P(A] N (A5 U A3) = P(A])P(A3 U A3) = P(A7)(P(A3) + P(A35) — P(A3 N Ag) = P(A7)(P(43) +



P(AS) — P(AS)P(AS) = 0,7 (0.7+ 0.7+ 0.7-0.7) = 0.637

Aufgabe H3 .

Im Folgenden sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B, C' C Q). Beweisen Sie
oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) A, B sind stochastisch unabhingig und P(C') > 0. Daraus folgt P(ANB|C') = P(A|C)P(B|C)
b) Sei 0 < P(B) < 1. Aus P(A|B) = P(A|B°) folgt, dass A, B unabhéngig sind.

c) Seien A, B und A, C stochastisch unabhéngig. Dann sind auch A4, B U C stochastisch
unabhéngig.

Loésung: Insgesamt vier Punkte.

(a) Dies ist im Allgemeinen falsch. Betrachte Q = {0,1}? mit P(A) = %. (zweifachen Miinzwurf,
1 = Kopf, 0 = Zahl) Weiter sei A = {(1,0), (1,1)} (erste Miinze Kopf) und B = {(0,1),(1,1)} (zweite

Miinze Kopf) und C = {(0,1),(1,0)} (beide Miinzen unterschiedlich). Dann sind A, B unabhéngig:

P(ANB) = P({1,1}) = = — % . % — P(A)P(B)
Aber:
CBAnC)  PULOY 1
PAO="50) =~ " Bo) 2
PANC) PHO,D}) 1
FBIO="5e) ~ By 2
P(AN B|C) = (A;(lé)ﬂ ‘) ﬁ@) 0

Damit P(AN B|C) # P(A|C)P(B|C) (1 Punkte)
(b) Da aus P(A|B) = P(A|B¢) folgt:

P(ANB) P(AN B°)
P(B) —  P(B°)

und daraus
P(ANB) P(A)-P(ANB)

P(B) 1—-P(B)

umgeformt erh#lt man:
P(AN B)(1-P(B)) = (P(A) —P(AN B))P(B)

zieht man auf beiden Seiten P(A N B)P(B) ab, so erhélt man P(A N B) = P(A)P(B) (2 Punkte)
(c) Diese Aussage ist falsch. Wahle wieder das Beispiel aus der Losung (a). Dann ist

P(ANB)=> =



N —
| —

IP(AQC):%:

aber

P(AN(BUC)) =P({(1,0),(1,1)})

(1 Punkt)

Abgabe der Haustibungen (Aufgaben H1 bis H3): Mittwoch, 10. November, 13:00 Uhr

Viel Erfolg! :)



